Finite-element formulation of geometrically exact three-dimensional beam theories based on interpolation of strain measures by Zupan, Dejan & Saje, Miran
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Jamova cesta 2 
1000 Ljubljana, Slovenija 
http://www3.fgg.uni-lj.si/ 
 
 
DRUGG – Digitalni repozitorij UL FGG 
http://drugg.fgg.uni-lj.si/ 
 
 
 
Ta članek je avtorjeva zadnja recenzirana 
različica, kot je bila sprejeta po opravljeni 
recenziji. 
 
Prosimo, da se pri navajanju sklicujte na 
bibliografske podatke, kot je navedeno: 
 
 
 
 
 
 
 
 
                         University  
                           of Ljubljana  
                                               Faculty of  
                                               Civil and Geodetic 
                                               Engineering 
 
 
Jamova cesta 2 
SI – 1000 Ljubljana, Slovenia 
http://www3.fgg.uni-lj.si/en/ 
 
 
DRUGG – The Digital Repository 
http://drugg.fgg.uni-lj.si/ 
 
 
 
This version of the article is author's 
manuscript as accepted for publishing after 
the review process. 
  
When citing, please refer to the publisher's 
bibliographic information as follows: 
 
 
 
Zupan, D., Saje, M. 2003. Finite-element formulation of geometrically exact three-
dimensional beam theories based on interpolation of strain measures. Computer Methods in 
Applied Mechanics and Engineering 192: 5209-5248. DOI: 10.1016/j.cma.2003.07.008. 
 
 
 
 
 
       Univerza 
v Ljubljani 
Fakulteta 
za gradbeništvo 
in geodezijo 
  	

 
	 

 
  
 

 

 
	  
    	 

 	 
  	 
   
  
 
   !  

 
   	
  	 	
 	
 
	  
 
 

	

	  
   		 
	  
  	
  
 	  
 
	 
  
 	 			 	
	   	
	
	
	 

 
  	 
 	


 	
	  	 	
 

    	 
  
 
 	 	
   
	  	 
 
	 
   	
  
 
	  	
 	  
 

	   
	 
 	 
 			 	
	  
  

 
 
	!

  
  
    	 
 Æ	
 
  	 
  	

   
"	 #
$ 			  
 	
	
 
 
		


	 

	 		
 
	 
  	

  	
	        	  
 
  	  

 	      

     	    		 	
  
  
 	   

 
    	 !	   
  "          	  
 	
        
  
   	  
   	 # 
  
    	  
   
    
  $
  
   %
  		 	  & '()*  + '(,* -  
        . 
  	
     	 
/0 '1* 
 '2,* 30
  +4 '(2* +0# '56* 
 
   
  
  
/      
     

 

       

  
 
    
    7   
	

    
  !"   
   
  
  
  !"   
    


8
	        	
   !5" 	
 
	 
          
#          
  9     
	
7  
	 
 
 9   
 :	
       
         #    

   9  
      	   

   
      	 	  

         ! .
 /0 '1* . ',* .  ; '26* 
 '2,*
+  <	=	
 '(>*"    !30
  +4 '(2*" 

    ?  
   
 
  
     
 
	    .  30
 '>* 	
  
 
 4
 
  	    

	  
   
 .  30
 '>* 	 
4
 	 	  
	
  
 
	
 
   

 #       
 
   '(6* 
   
 

        
  
 
     
    . 
30
%
	           	
	
     
    
     
  
     	   	
    	    
   
    
     	 
 	   	     ; 
       
  	 	
    4
   
  	   

    
   
   
   @	 	  
  #  
#  

  	   

	
    	   
      

	 
    
(
	    
   	 
  

 	  
      
9    
   	  
     #  A
 
 '(B*            
 
  	 #  
    
   

 	   	
   	   
           

   
   
    
   	  	
    
      +	
     	

     
       
       
    
+	
 	    .  C 'D* ;  E
# '2B*  	 
   
		   F	  
'21*  	     #   '5(* 	 

  
		 	       	
   
   +
	9  ;	 '(D*
   !
" 
		   
7  	
  	  4
      
 
		   	    
    
 	
 	 	    
     
 !  
 
		"    G	   


   #
 	  	
    	 
            

  
  H   H  I%  
 
   
     
   
	
   4
    
   	  	  
 		 	   	   
	 	
  	    	  $

  		 


%    
  

 
   
      ! #  

   
" ! $

%"       < 
+4 '55*   

     ;	  
  	      	   

   
    
7 
  

	
 
 
        

	
  
 
5
   

	   

 
   	
 

       
    
 

      
  

  

    

    
     
 

   8	   

  	
           
	  
     
    
!"   
	     
 
!"      
  

 !;	 2"
I   

   
      

  
  #    
	  
  
    
" # $

   
 
		 %   	   
	
  
  
!"  
 

   

    

	    # 
!"    

      

   

   	#
    
 
	 ! ;	 ("  
 
    

 
 
 
    
     
  

 
 

 


 

 


 

 


    


<

 

 


 

 

 
   
      
B

	 

 
 

 

  J
 

 

K
 

 


 

 

  

  
  9   
  <

 
 
 

 

 


 

 

 
 

 

      
 	
     
	
 	 
  	 
 	

 
  !"
 


!"
 


!" 
 


!" I    
	      
 
 
    
   
 <

 



 


 
   
        

 
 


   

 


K
 



 


   
 
 



 



 



 
 
        
   
  $
%
O 1
2
3









1
1
2
3
2
3
0
0
0
 ( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )







g
g
g





=0
 	=
0(
)

" & '
(
	  
 
		  	 
 

 
 
L  
  	
   !" 
    
      


 



 



 



  

 



 



 



           
  
  $ % 
    
 
    H 
 	
  
 
 &

    
    

 



 



 



   . 
  !  " L

          

 

)
 
      !" 
 

 



 



 




 
 


!" 
 


!" 
 


!"

J
 


K 
 


 	 K 2 ( 5
 !2"
@  !"        
 
 	
 
    
     
L    
 

 


   
   


 



 



 



  
  

 


 4	  
	 
 
   J
 


K &

 


M&

 


M&

 


 	 K 2 ( 5
 !("
	  	 
	       K '&

*  	  K 2 ( 5 
 
    

 


 
     
            
   
   
    
  

 
 
     
     

 
 K 

 


M 

 


M 

 


K 

 


M 

 


M 

 



 !5"
;  #  
  
   
 

 

 

 


 

 

         
	


 

K














	
	
	
	
	


  

K














	
	
	
	
	




8  

  

    
  	 
 

 
  !("  !5"      

	 
  

  


 

K   


 !B"
F        J    
  
   
  
   

   
  
     
   
   	     
   

 ! "   
 
    	   
1
    	      	   	
   	
 	
   
  
 
  
  

@  
 
  	   	 	  
 ;	    
	 

 
  	
   !  '2* 	  .99 '5* /0  & 
'2)*"
L          
  
 
 
    
       
    
   
 	 	Æ
  
 	
     
    	  
 
     F  
 
 

 
 '2*             	
           
 
  
       	 
  &	J

 
 K
 
 M


 
 
 
 M
2 



 
 

 
 
 



 !)"
 
    
  $%  
 
 	
7  K




 






    

 
 !    "
      N  
N
 
 K
 
 
 

 &	   
      
 K  M


NM
2 



N

 !1"
      ;	 !1"      
&	 	 L    
     
 N  
   #
  
 K







6 





6 





6

	
	
	
	
	



 !D"
D
. 

 

 

  !D"   
  

 
  

  
	   
 ; !D"  
  
    #
J 

K  @
   
  N  #        !1" 

  K M


M
2 





 !,"
      
      ! "         
    	
  		   




 


	
 
 K
 
 	



 


  

 
 
 
 
 !>"
  !	"   
 	
  
 

 
  
    
  	      J 


  


 
   !>"   N   

N
 


	
 
 K

 
 
 


	
 
 K 
 
 	

 
 
 


K 
 
 	

N
 


K
 
 	

N

 




L     N  #
J N

K N ;  &	
	   #  N          
  


 
K 


 

K 

 K 

          	  


     
  
     
        !2"  
   
 



K 

 


K 



 




  #
         
  
 O K 



 
  	 
    

 


  
  O 
    
      

 7   
  $
		% 	   	 
 
	
   
     

 


!"  
  


 
	


    F
  
		     

 O   	    $	
		%  	  O
         O  #
7 
	
   	
  		 

 
 
O
 
 K
 
 
 
  
 


,
  #
   
 
 	  
  	 
 



   	 
	     	  

 
     

O
 
 K
 
 
 
  
 
 !26"
 
   
		 
 !   	
		 
"
L 
  !  '5* '2>*"   
		 
 
   
      
 
 
 K 
 



 !22"
        !" 	
   

 

      
   
 K  M
2 



NM
 


N

       

 


 
 K
 
 M
2 



 
 
 
 M
 


 
 

 
 
 




@      	     
 
  
     	
   

 
   

  	    7  
 
  
 
    	
          /P	 
   
Æ

 


K 
 


 
 M 
 




 



K







 


 
 M 
 


    

 
 
 
   
  /P	  
	
  
 
   

 
 I      /P	 
   	
 	     	
    !"

 
 8
	   	
        
  

 
  
	   
 	
 
    
 
 
    Æ
 
  
   	 	   	  

 Æ
 




 


  
 
      	 	   
 
Q K 

 Æ
 




 




 




>
 /P	      	   
Æ K







 


Æ
 




 




@   
 	         

 9 	
    
 
 # 	 ;
!1"   


Æ
 


K  M
 !Æ"
Æ
ÆNM
2 
 !Æ"
!Æ"

!ÆN"


 ÆN   #
  
  
 Æ
 
  
 ÆN
 
 K Æ
 
 
 
 #    
    	
 	   K 6  
Æ K ÆN !N" 
 !2("
 
    
L 
   	4
     	 
  


 
 
 
  	    
   
  
	 
 
   

   
 
   	
 
 
 
   		 	    
    	  ;	 5      
	J
 
 !" K 
 


!"  !25"
 
 !" K 
 


!"
 
 

!"
 
 !" 
 !2B"
;  
  & '()*  	
  

 
 
 
 
	
      
   	 # 
   
    	   

   K 

  K 

J



 



 
 	 Æ

 



 M



 



 
 	 Æ

 



 K



 



 
 	 Æ
 
  
M



 



 
 	 Æ
 
 M

 
 	 Æ
 
  M
 
 	 Æ
 




 




 !2)"
I   	 # 
     
 
 
 
      
  	
  
26
O









+
+
+












(
(
(
(
(
(
)
)
)
)
)
)
)
)












(
(
" ) *  	 		
 	
   
   
       
   
         	
Æ

 



K Æ
 
  Æ
 
 
 

 !21"
   

     $4
 ! 
" %7  
+ '(,*    
   $%  
  	 	
     
    
    
   	
  
 
     
  
   

Æ
 
 K Æ

 


M Æ

 


M Æ

 


M 

Æ
 


M 

Æ
 


M 

Æ
 



 !2D"
      
 Æ
 


    	  
     !2("  
    
Æ
 


K Æ
 
 
 



 !2,"
8  !2D"  !2,"  !21"    	   

Æ

 



K Æ

 


M Æ

 


M Æ

 



 !2>"
 	 !25"H!2B"  	 # 	 !2)"   
         #


 

 
  
 


      


 
 
 


Æ

 



K Æ
 
 

 Æ
 
 
 
 

!(6"
Æ

 



K Æ
 



 !(2"
 	 !(6"  !(2"      
 
  
      	  
22
    8  	 !(6"  !(2"  
 
     & '()*     
 	

 
 
 


 
  

 
  
 


 
 K
 
 

M
 
 !(("
 
 K 
 


M
 

 !(5"
<
 	

 
 !" 
 
 !"   
 !Æ

 



K Æ

 



K
 
6"      #   #
    
 
 
	
 	 !((" 
     Æ
 
 

 Æ
 
 
 
 

	  
  

 
 

 	 !(6" 
Æ

 



K Æ

 
 



 !(B"
 
    
 
 
 
 

     

 
   

Æ

 



K
 
6
	   	   
 
     
   
   
    	   
	
   	 9 I  
 
    
	
  
    	  !(5"    	 ; !(2" 	
  
 
	     	 	 Æ
 


 <

 


 
 
 #
  N

 
    #
 




K O 8 O  N

 
         

     
   C 	      OJ
ÆO K Æ



M

Æ

K !ÆN"



M

!ÆN"

K ÆN



M ÆN



M



ÆN



; 

K   ÆN

K ÆN     	  
ÆO K ÆN

M ÆNO OÆN
 !()"
   ÆO    

 
  
ÆO
 
 K ÆN

 
 M !ÆNO OÆN"
 

K Æ
 



 
 M

Æ
 
 
 



 

 !(1"
2(
@     #  O
 
 K
 
 
 
  	 	
ÆO
 
 K Æ
 
 
 

 !(D"
. !(1"  !(D" 
Æ
 
 K Æ
 


M Æ
 
 
 
 
 Æ
 
  Æ
 
 
 
 K Æ
 



Æ

 



K Æ
 




 

	  
L 	   	 

 
 
 
   
 

 
 
 
 +
      
 	    
	

       	      
	
	
 
 K 


 
 
 

 

 
 
 

 

!(,"
 
 K 


 
 
 

 

 
 
 

 

 !(>"
  

 

  	 	  
    
   
 
 
 
 
   	 

 

 

 

 
  
   
 
	 .
	
 
 
 
   9 
   
 
	
 
 
  
	

    	 # 
 !2)"       



 

 
 	 Æ

 



M
 
 	 Æ

 




 K


 

 
 	 Æ
 
  M
 
 	 Æ
 



M
 

 
	 Æ
 
  !6" M
 

 
	 Æ
 
 !6" M
 


	 Æ
 
  !" M
 


	 Æ
 
 !" 
 !56"
 

 

 

 

 



 


 
          
	  K 6   K  Æ
 
  !6" Æ
 
 !6" Æ
 
  !"  Æ
 
 !"   
  
    
   K 6   K  

 !56"     #
 
     #


 !(("H!(5" 

     C 	 
25

   

		      #  A

  '(B*     
 #
 	
 
 
 
 


 
 K
 
6
 
  
 



 
 K
 
6
 
 	    
 	

 
!" 
 
 !"7  	    
   '6 *  
   
	  
   
 	
   	  

 	     


 
 
 	

 
 
 
 


 


 K 6


 
 
 	

 
  
 



 


 K 6
   
 
 
 
 
 
 
 
 

 
   
 



 
Æ
 
 	

 
 
 
 


 


M


 
 
 	 Æ

 
 
 
 


 


 K 6 !52"


 
Æ
 
 	

 
  
 



 


 M


 
 
 	 Æ

 
  
 



 


 K 6
 !5("
    
      	 !((" 
!(5"       	 !(6"  !(2" 	 

 


 
Æ
 
 	

 
 
 
 


 


M


 
 
 	

Æ

 



 Æ
 
 

 Æ
 
 
 
 


 K 6 !55"


 
Æ
 
 	

 
  
 



 


M


 
 
 	

Æ

 



 Æ
 



 K 6
 !5B"
 
 
 	 Æ
 
 


 
 	 Æ
 


     	
 
 	

Æ
 
 
 
 


K Æ
 
 	

 
 
 
 


    


 
Æ
 
 	

 
 
 
 


 


M


 
 
 	 Æ

 






 
Æ
 
 	

 
 
 
 





 
 	 Æ
 
 


 
M


 
 


	 Æ
 
   K 6 !5)"


 
Æ
 
 	

 
  
 



 


 M


 
 
 	 Æ

 






 
 	 Æ
 



 
M


 
 


	 Æ
 
  K 6
 !51"
  	 !5)"  !51"  !56"     
2B



 
Æ

 



	

 
 
 


M


 
Æ

 



	

 
 
 





 
Æ
 
  	

 
 M
 




M


 
Æ
 
 	


 

 


M
 
 

 
 
 







 
Æ
 
 	

 
 
 
 


 





 
Æ
 
 	

 
  
 



 


 !5D"
M Æ
 
  !6" 	

 

 
M
 
 !6"

M Æ
 
 !6" 	

 

 
M
 
 !6"

M Æ
 
  !" 	

 



 
 !"

M Æ
 
 !" 	

 



 
 !"

K 6

 	 !5D"    
  	 #  
 
 Æ

 



 Æ

 



 Æ
 
 Æ
 
   Æ
 
   Æ
 
    
	
    Æ
 
 
 
 Æ
 

 
 Æ
 
 

  Æ
 


   
  8
	   
Æ
    
	     	C 	   
  J
 
 
 
 K
 
6 !5,"
 
 
 
 K
 
6 !5>"
 
 M
 


K
 
6 !B6"
 
 M
 



 
 
 
 

K
 
6 !B2"
 
 
 
 


 
 K
 
6 !B("
 
  
 



 
 K
 
6 !B5"
   	 

 

 
M
 
 !6" K
 
6
 



 
 !" K
 
6 !BB"
 

 
M
 
 !6" K
 
6
 



 
 !" K
 
6 
 !B)"
 	 !5,"H!B5" 
	     
 	   	
# 
 	

 
!"
 
 !"
 
  !"
 
!"
 
 !" 
 
!"    
  
 
 
 !"
 
 !"
 

 

 

 

 


 
 


  	 !B(" 
!B5"  #
 	  	  	 !B6"  !B2"  
2)

   		 
 ! !25"H!2B""  
 
   C 	
 
 
 
  	  !B6"H!B2"J
 
 !" 
 

 
 	   7
 
 !"   

 
 	   
 
 !" 
 
 !"   		 	
  
       
   L 
 	
  

 
   	
 
 
 
 

  
	      
	 	  
  	  
   		 
    
 
 
   	 	 !5,"  !5>" 	 
		 
   
   	   
	 
 
 
 L 
  	  $
 		  


% 	  		  
	    




     	     	
	
   
      

   

 
   

  
          <  +4 '55*
 
 !
   
 	 !5,"H!B5" 
       	 !5,"  !5>"
  
 	      I#
   	    !B6"H!B5" 
  	
   	  	 !B6"H!B(" 
   
  
 

 

 
  
 
   # 	
  J
 
 !" K
 
!6"



 
 
 !"  !B1"
 
 !" K
 
 !6" M



 

 
 !"

 
 !"
 
 !"


 
 !"

 !BD"
 
  !" K
 
  !6" M



 

 
 !"
 
 !"


 !B,"
  	
    

  
  
    	
   	  	  	
 	 !B5" 
         	
 
 !" K
 
 !6" M



 

 

 
 !"

 
 !"
 
 !"


 !B>"
  	
 	  	  	 	   H 
	 
	# 	

 
     H   
  	

  	   @ 	
 
   
21
 &	E	        	

    	# 	

 
 !" 
 
 !"  
  	   
 	 !5,"  !5>" L
 
 !"
 
 !"
 
 !" 
 
 !"   	#
 
 !"
 
 !"
 
  !" 
 
 !" 
 


	 	
  !B1"H!B>"
;  	   
   	 
 


 
 !" 
 
 !" 	     	 !5,"  !5>" 	
 	 !B,"  !B>" 	     ! K "  

    	      
 
 
 	 !5,"  !5>"
 
 !"
 
 !" K
 
6 !)6"
 
 !"
 
 !" K
 
6  !)2"
 #
 	 
   K  
 
  
 

 
  !"
 
  !6"


 

 
 !"
 
 !"

 K
 
6 !)("
 
 !"
 
 !6"


 

 

 
 !"

 
 !"
 
 !"

 K
 
6  !)5"
  
 	 
 !BB"  !B)"
 

 
M
 
 !6" K
 
6 !)B"
 

 
M
 
 !6" K
 
6 !))"
 



 
!6" M


 
 
 !"  K
 
6 !)1"
 



 
 !6"


 

 
 !"

 
 !"
 
 !"


 
 !"

 K
 
6 
 !)D"
 	 !)6"H!)D"   
 	    	
      
  

 
 
 
 
  	# 	
   I    

   

      ; 
 
	 
   
 !)6"H!)D"   
   	  L 
  
  !"    !"   
  

  	  	
 	     
 
      

      
 30
  +4 '(2*    	 7 	 !)6"H!)D"  #
2D
  


K  

!" 

!" K " !),"


K  

!" 

!" K " !)>"


K 


 
 




 
  !	

 


"  K " !16"


K 


 
 




 

 
!

"  !

 

"  K " !12"


K 
 

M 
 

K " !1("

	
K 
 

M 
 

K " !15"



K 


 
 

M


 


 K " !1B"


K 


 
 




 



   !	

 


"


 K " !1)"
  
    
   	 . 	
    
   	     
 
  7            
  	 !  	 !B""  	 !),"H!1)"   
	   !11"H!D2"


!" K 
 





 


!"  !11"


!" K 
 

M



 



!"   !" !	

!" 


!""

!"

 !1D"


!" K 
 

M



 
  !" !	

!" 


!""  !1,"



!" K 
 
!

!""  !

!" 

!"" !1>"


K 


	

 	
 
 
 

!D6"


K 


	

 	
 
 
 


 !D2"

	  
   	    
# $
	 
   
 !

 

  

 
  	 !),"H!1)"   	
    !"
	# 
 

 
 

 
 

 
 

 


 


 	

!"  

!" ;   
 9   !),"H!1)"  /P	    	
 
  	    
 

 
 

 
 

 
 

 


 


 	

!" 

!" 
$
% Æ
 

 Æ
 

 Æ
 

 Æ
 

 Æ


 Æ


 Æ	

!"  Æ

!" I  Æ
 


2,
Æ
 

 Æ
 

 Æ
 

 Æ


 Æ


 Æ	

!"  Æ

!"     
 	#     

8     
	    
	  
 
      
    
    	   
    
 

       
       
   
 
     
   
J
Æ

 



K Æ

 


M Æ

 


M Æ

 


Æ

 



K Æ

 


M Æ

 


M Æ

 




 	
    	       
  	    
 ;	
 

!"   
 




!" L     
   
  
  

!"       	#  
Æ

!" K Æ
 


 !D("
     
   	
    
  	#   !(2"     
  

     J
 Æ

K Æ



 !D5"
 !D5"  
         
  
       	#
Æ

!" K Æ
 

M



 
  !" Æ

!" 
 !DB"
8       !2("    
 
Æ  K Æ 

       
	   
Æ   K Æ   %Æ

   
 $%   
	
   
	 
J
     %







 

 

 


	
	
	
	
	

















	
	
	
	
	


K







 



  



 



  



 



  




	
	
	
	
	




2>
    

   
	
          	

  #
     
	   
     %







6  

 

 

6  

 

 

6

	
	
	
	
	
















	
	
	
	
	


K  !" 
 !D)"
#  

	       %      	  	 !D)" 
   
Æ   K  !  " Æ

K  !  " Æ
 

  !  "



 
  !" Æ

!"  !D1"

  	   
	   
< 

!"     !1D"   !D("  !D1" 
Æ

!" K Æ
 

M



 

Æ

   !	

 


"

 M



 



 Æ  !	

 


"


K Æ
 

M Æ
 





 
  !	

 


"  



 



  !  !	

 


"" Æ
 







 



  !  !	

 


""


 
 Æ

!


K Æ
 

 




 
  !	

 


" 

Æ
 





 
 !

" !  !	

 


""  Æ
 





 
 !

" !  !	

 


""


 
 Æ

! 
 !DD"
 9   
	 	 
Æ

K Æ

K 

Æ	

M 

Æ

!D,"
Æ

K Æ

K 

Æ

M 

Æ

 !D>"
  
  
 

 

 

  

  
  

 

 
  	

!"  

!" J


K

"


"


 

K

"


"




K

"


"


 

K

"


"




   K












	


  
  

 
	
  
(6
        	   
      J
Æ

!" K Æ  !"

!" M   !" Æ

!" Æ

!" !,6"
Æ

!" K Æ  !"

!" M   !" Æ

!" Æ

!" !,2"
Æ

K Æ


 Æ
 




 
Æ  !	

 


" 


 
 Æ	

 !,("
Æ

K Æ


 Æ
 




 
 Æ

 !,5"
Æ

K Æ
 

!,B"
Æ
	
K Æ
 

!,)"
Æ


K Æ
 

!,1"
Æ

K Æ

!" 
 !,D"
 	 !,5"   
 8	 
 !12"  
     	



K  

 !,,"
  	  	   K   	 !,,"    
  	 !(5"      	 !(2" L 
 
 
  	 !(2" 
Æ


K  Æ


 !,>"
8  !,>"  
    	  	   K  
  	  !,5"  		   !D(" !D1" !DD" !D,"
 !D>"  !,6"H!,D"      	  
 
     	#J
Æ

!" K  !  !"

!"" Æ
 

  !  !"

!""



 
  !" Æ

!" 
M   !"

!" Æ	

!" M   !"

!" Æ

!" Æ
 

!>6"
Æ

!" K  !  !"

!"" Æ
 

  !  !"

!""



 
  !" Æ

!" 
M   !"

!" Æ	

!" M   !"

!" Æ

!" Æ
 

M 




 
  !	

 


" 

Æ
 

M



 
 !

" !  !	

 


""  Æ
 

M



 
 !

" !  !	

 


""


 
 Æ

!  !>2"
Æ

K Æ


 Æ
 

M


 
 !  !	

 


""  Æ
 

M


 
 !  !	

 


""



 
 Æ

 


 
 Æ	

 !>("
(2
Æ

K Æ


 Æ
 




 
 Æ

 !>5"
Æ

K Æ
 

!>B"
Æ
	
K Æ
 

!>)"
Æ


K Æ
 

!>1"
Æ

K 



 
  !	

 


" 

Æ
 

M


 
 !

" !  !	

 


""  Æ
 

M


 
 !

" !  !	

 


""



 
 Æ

  Æ
 


 !>D"
      

 

	       	   	

           
   
	# Æ	

!"  Æ

!" ! 	 !>6"H!>5"  !>D""  
 Æ
	    	
 	  
 
 	   	
 	 !2("    
        
   
      
	    
   	  	 	
    	 

	# 	

!"  

!"
;	
 	

!"  

!"  
      	# 	 	


 


 
  

7 # K 2 
 
 
   
    '6 *
        	
 $

!"
	

!" K $

!"	


!>,"


!" K $

!"



 !>>"
   #   	   A 

 
 $
 %      !>,"H!>>"  



 
	   	# 	
 	

!"  

!"  
  
 	   I 	 
	 !
	
 
     	
" 
	   	  	
 
      	

 

Æ	

!" K $

!" Æ	


!266"
Æ

!" K $

!" Æ



 !262"
L        
 Æ

 Æ	

  
((
  Æ	


 Æ


!# K 2 ( 


 "J



 
  !" Æ

!"  K



 
  !" $

!" Æ


 K



 
$

!"  !"  Æ


!26("



 
  !" Æ	

!"  K



 
  !" $

!" Æ	


 K



 
$

!"  !"  Æ	



 !265"
8 	
    	

!"  

!"  
  
		
   
   
  
   !
" 	   	# 	
 	

!"  

!" ( 


	 
 	


 


  	
@
  	# 	
  
9       

 	 !),"H!)>"   
9   
  
	 !),"H!)>"   
 
  

7 % K 2 
 
 
   

 

     

7 # K 2 
 
 
   
	
  

 
9      (  	
  
      ( 	# 	


 


!# % K 2

 
 
 " J
 

!

" 

!

" K " !26B"
 

!

" 

!

" K "
 !26)"
 	   
  	 !26B"H!26)"  !16"H
!1)" 
	    ( M 1   	   
     	  
9   

	#  
 

 
 

 
 

 
 

 


 


 	


  


!# K 2 ( 
 
 
  "
 	   
9 !26B"H!26)"     !26("  !265"
  3
      
 	 !26B"H!26)"
 !16"H!1)"    
Æ

!

" K  !  !

"

!

"" Æ
 

  !  !

"

!

""




 
$

!"  !"  Æ


M $

!

"  !

"

!

" Æ	


M $

!

"  !"

!

" Æ


 Æ
 

Æ

!

" K  !  !

"

!

"" Æ
 

  !  !

"

!

""




 
$

!"  !"  Æ


M $

!

"  !

"

!

" Æ	


M $

!

"  !

"

!

" Æ


 Æ
 

M 





 
  !	

 


" 

Æ
 

M




 
 !

" !  !	

 


""  Æ
 

M




 
 !

" !  !	

 


""


 
$

  !  Æ


Æ

K Æ


 Æ
 

M


 
 !  !	

 


""  Æ
 

M


 
 !  !	

 


""



 
$

 Æ

  Æ





 
$

!"  !"  Æ	


(5
Æ

K Æ


 Æ
 




 
$

!"   Æ


Æ

K Æ
 

Æ
	
K Æ
 

Æ


K Æ
 

Æ

K 



 
  !	

 


" 

Æ
 

M


 
 !

" !  !	

 


""  Æ
 

M


 
 !

" !  !	

 


""



 
$

    Æ


 Æ
 



  
Æ
       	#  

  3
   
 
 K























" 


" "   " 


 





 






































" 


" "   " 


 





 


" 	


" " 	


  	


 	


	


 	






































" 	


" " 	


  	


 	


	


 	


  



 " " " 



 







 



"   "  " " 



 



"  "
" " " "  " "  " "  "
" " " " "  "  " "  "
" " " "   " "  " "  "
" 



" " 



  



 







 




	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	



  5 5 
#
  	  


  



K  ! 

"




K !$

 

"

  ! 

"





 
$

  



K !$

 

"

	


K  ! 

"

M




 
 !

" !  !	

 


"" 
	


K




 
 !  !	

 


"" 
	


K !$

 

"

  ! 

"





 
$

  
M




 
 !

" !  !	

 


""



 
$

  !


	


K !$

 

"






 
$

 !

"  




K


 
 !  !	

 


"" 




K


 
 !  !	

 


""




 
$

  


(B



K 


 
$

  




K


 
 !

" !  !	

 


"" 




K


 
 !

" !  !	

 


""




 
$

  






K 


 
$

 !

"  

 	
 $%% #     	  

  
	  
	# 
    
Æ K

Æ
 

Æ
 

Æ


Æ


Æ
 

Æ
 

Æ


	 	 	 Æ


Æ	


	 	 	 Æ	






! "#
$ 
 %
L I%        
	 

   	  
 
     	#  
   
	  
      	# 
	 	   
   	#     

	 
 ; I%  
    
	    
    K 6 2 ( 
 
 



Æ K 

 !261"
 

   3
    

 	 
 
	 !26B"H!26)"  !16"H!1)"      Æ  
 


  

 I%    
 
  	 
 
   Æ     	 	  
 


    
	 
 	   	
 
   	  ;	 B


y
y
y
y
y+
y
L
" + ,
 	  			 	
	 
()
  
	 
  
 	   
	 	

       	 
     
  
  

   	 
 Æ   
    
7   
  
 	  
        	     
    	 
     !  M Æ"
    4
      
	 

  	      

   	# Æ
 
 Æ
 

Æ
 
 Æ
 
 Æ

 Æ

 Æ	


  Æ


      
 
 	   	  

     
	
   	J

 

K 
 

M Æ
 




K 


M Æ



 

K 
 

M Æ
 


 

K 
 

M Æ
 



G	   	 

       
  


  
      	 
	


K 	


M Æ	


!26D"



K 


M Æ



 !26,"
    	


 	     


  
  C 

        Æ 

 	    !   M 2"  


K Æ



;       O     
O

K 



K

Æ




Æ



K Æ

Æ

M Æ



Æ

K ÆO M ÆO

Æ



L     
 

 
     
 
 
O

 
 K ÆO
 
 M ÆO

Æ

 
 

 



 
 K Æ
 
 
 
 M

Æ
 




 


!26>"
; !26>"  #
  
 	  
		  
 


K Æ
 
 M Æ
 



 !226"
	   
		   M 2   	   	  
 
		   7     !226" 
(1
 

          
	
	 !    	 
"      
   
	 
     	     	
  !226"  
    



K Æ 


M Æ


    
	 	  
    
   M 2J



	
K

 



Æ 


M

 



Æ

K

Æ  



Æ 


M Æ

	
K  




M Æ

	
K 


	
M Æ

	


;	 !B"   
   Æ 

Æ  K   #
 

	  	    
 
 L  
		
    
         


 
        M 2      
   
		   M2  
    
 
	   M 2
 	    
	    	  	
  
      L  &	 	 !,"


  	  
 Æ 
 
 Æ 

   

	 
Æ
 
 Æ

   	  
     
	
J
 
 
K Æ 
 
 
 
 

K Æ 

 



;  +	  '52*  	   
  	 

 
 
 

  
 
  


 	 
	    	 
     

  	    	
    	

      	   
  	

   L  	       
 
    !>,"  !>>"   4
  	
 

	   	 F     K    
  	 !B>"   	   
		 
 
  
	    
 	      K 
   
  	      
 
    
	       
(D
L    	      #  

  
	   
		 
      $
	%      	      
    
		      	 
  !,>"  
    
Æ

!" K Æ
 

M



 
 Æ


 !222"
     !222" 	
 Æ

      


  	 
  Æ


  K  G	     

	 
  
 	  
		     
  
 Æ

  
 
 	 L Æ

    

 
 	    
  #
 	 !(5" 
    #
  
  
 
 	 
 
   
 Q

      
 Æ


 
  	 !(5"
 

Q

K  !Æ

" Æ





 Q

     
	  	



K 


MQ


 !22("
& '( 
 % 


  
 
L       
     
 
     	  	  
	         
	 
	 '*
      

K &'(     

        


!" K   Q K  


 


K 
 

   
		   9   ! 	 !26""J
Q


!" K "

    
   
 
 

K &'( 



   !
 	 !((""
Q	


!" K "

    
	 ' M 2*     	 ! !26D" 
!26,""
	


!" K 	


!" M Q	


K 	


!"



!" K 


!" M Q


K 


!" 

(,
 
     	
   4
  
   	   
  4
   	
 

    
9    . 
30
 '>*  4
   
  	   
	

    	      
 	    	   	  
.	  4
  
    	

    8 	 	
 	


!"  


!"
   
	


!" K $

!"	


!

" 


!" K $

!"


!

" 

 	   !26D"  !26,"  !22("      
  
       '*  'M 2* 
   Q


 Q	


 9      

 	
J
	


!

" K 	


!

" M Q	


K 	


!

"



!

" K 


!

" M Q


K 


!

" 

   
 
	


!" K $

!"	


!

" K $

!"	


!

" K 	


!"



!" K $

!"


!

" K $

!"


!

" K 


!" 
       
      

    	   
   
	    
  	      
 C 	 	    	

!"  

!"   
  		   	


!" 	


!"  


!" 


!"   
     
	       J
	


!" K $

!"

	


!

" M 	


!

"

K $

!"

	


!

" M 	


!

"

K 	


!"



!" K $

!"




!

" M 


!

"

K $

!"




!

" M 


!

"

K 


!" 

    
  	
 	
(>
& $
	 '
L    	
        

  

	
    	 L  
 	 	
  	 C 
  

    
 ;   
    

 

 !(,"H!(>"
 #          	
  	   


K







)*

6 6
6 *

6
6 6 *


	
	
	
	
	



	

 	
 



K







+

6 6
6 )+

6
6 6 )+


	
	
	
	
	


!

 
 
" 

)    
   	  7 *

  


7 +

       

7 *

 *


     
  

 



 


  


7 +

 +

  

   	  



 



 



 	     	 !26B"H!26)"  !16"H!1)" 

	   3
     

   

   7   	
   	

L 	  

 	
      
  
 	


 
, !" 






, !

" 

 	    

   
    

  
  	     
 	
   8
	
   

	
  /	    L 	
  
   

  

     
 

 

   /	   

 .	
 3
  
       
	
   	
  8     
    
        '6 *  
  	 	 ;  
      

      

 	
  ;	 ) 
 
      	  B  /	
 ! K B"   5 
 /	   
  
56
0 
boundary points
local integration points

interpolation, collocation, global integration points
  11 2 3 4
" - .	

	 
	 	  	

	 	
 	  	

	
	

        
 	   3

    /#        


    	     	 L 	
 /#         !266"H
!262"   (  	  !5D"


 
! 

 

" $

 K 6


 
! 

 

" $

 K 6 # K 2 ( 


 

 
 
   	 	  	
  





!  ! 

"

!

"  ! 

"" $

!

" K 6





!  ! 

"

!

" 

! 

"" $

!

" K 6

L 
   	     
 $

!

" K Æ

 
 	  	 !26B"H!26)" 	 
 	 
      

   /#

;   	 	    !#  


  

   "  	    
 :	
   	   

	
  	
 	 8
	
   :	
  
      
   
     
	   #    $)%
 	   	
 
  	    
 	   )

 	 1 M 2,    +
 
 	      
   
   K 6
      
   2(    
 )

          
 	 L         	
  
   
	 	   
	     
 
  

52
 
 	
 

  I%   
   	

          	
  
 
   	# Æ

    
  	
 	

 

    26
 

) *
  (
  	
     
   

 
   4
   
  	 C 	 
	  

  
     L #   
'*       	  




!6" K

2 2 2





!" K

2 2 2



 	         


!" K 

!6" M


!

!" 

!6"" 
 !225"
  J





(

K

6 6 2




     
  
 Q

K

2 2 2



  	   
	 
	 8 	  

  
    	  +	%   
 
     
    	 

J



!6" K

(
15D( 6 6
)6B)





!" K

6 6
)6B) (
15D(




R    !225"       	
  
          	
	





(

K

2
52,1 6
()(( 2
)D6>




@     
     
   

	      











(

K Q 






(

K

2
)B6( 6
B)2> 2
D>D1




  
  
 
 
 
   
 
	    C 	   
 	 
5(

 
	     
   
 

!"
 !  
         


		" 8  	  	 !1>"   	   

   
	 R  	 !225"  



!" K


!

!" 

!6""     !1>"    



!" K
2

 

!

!"" !

!"" !

!" 

!6"" 

  	 





 
	 '*  ' M 2*    

 
   	J



	


(

K
2


6
D15) (
16(5 6





	


(

K
2


2
65B, (
12,( 6
BB,(




   	
  
   4
  
  
 
         
  


 
	     	  
  
   	 	 	   	    
  	  
   
 1B  4
 
 
  	  
      
)   	
   
 +% 

 
L 
         !" 

 	4
    
   
     


 ! ;	 1"   	 	
#  -

 	 
 	
 	  
   
 	  
#  / '5B*       
      	  *

 *

 )*

  )+

!;	 1"







1
2
3



O *

K *

K )*

K )+

K 26


)+

K 2()6 +

K )6  K 266

" / 0
 	   	

55
  2  :	
   	    	  
       	       


   L 
    
   	  
         

   

	

  
   	    	  L  
        	  !22
,S"
 	7       6
5S     


	 	 )6   5   	7 	
   
2)61   	      	 

	 	 
   26   D,     	
  #
1
	 	 
   

2 # 

2 & 

2 - 

2 #3 

2 -3
 

3##&&#4554#6 3#3#+)&)-/35 3#33)+5+)/63 3#33)#6&3463 3#33)#-3##))
 

#-3/ 3#3#)6-54-45 3#33)+5#63)- 3#33)#-#/53# 3#33)#+54//+ 3#33)#+54)-5
 
	
)// 3#33+3//445- 3#33)#-443+) 3#33)#+54++5 3#33)#+54)-5
 


&#/ 3#33)&35)-46 3#33)#-33+5# 3#33)#+54)-5
 

3#33)#-+36#) 3#33)#+54)45 3#33)#+54)-5
 

##+ 3#33)#-333+5 3#33)#+54)-5
 

3#33)#+54+&-
 

3#33)#+54)/&
 
 
64 3#33)#+54)-5
	
 
	  	
	

 2
  	
 

2	  	
 2

 	    
 

	
   	
 	      

  	      ;	 D   
  	     	    	
 	
       
 
 	   

    	  
 !

" 

2






;   )

   	   	 5
1 ; 	

 )

  

   	     
  )
B     

    

       #  	      
 ;	 D  	    )

 	
 !" 

2





5B
 

 
 .    6
>  5
5    
  

number of internal points, 
2 3 4 5 6 7 8 9101 2
-12 -12
-11 -11
-10 -10
-9 -9
-8 -8
-7 -7
-6 -6
-5 -5
-4 -4
-3 -3
-2 -2
-1 -1
5
a) b)
10
10 10
10 10
10 10
10 10
10 10
10 10
10 10
10 10
10 10
10 10
10 10
10 10
5030 10020
number of elements, 
absolute error of the numerical solution
linear interpolation ( )
quadratic interpolation ( )
2

3
single element
two elements
" 6 $
   
 	 
	   	
	  7 
 	 
	
 	 7 
 	  	
	 	

8  
   	   ?  	  
      
      ; 
  

     9     
	       	    ;	
,   	      	
   
 
 
 
 
 	        
  I      	
 	 

    	     
 	 
    	       
   

  	    
    

 
 
  	       	 
 
  	  :       
	
  
	
    J "      
    	 
  
   "  	 
     	 +
    
   
          
     	     
  
       
	  	  : 
   
  
  
  
  	  :      	 
     	     (   	
  
5)
10
0
10
1000
1500
500
2500
2 3 4 5
5
50
7
2
20
2000
30
3000
100
1
-12
-10
-8
-6
-4
-2
10
10
10
10
10
10
1
number of internal points
num
ber
of e
lem
ent
s
ab
so
lu
te
er
ro
r
of
th
e
n
u
m
er
ic
al
so
lu
ti
on
n
u
m
b
er
of
d
eg
re
es
of
fr
ee
d
om
" 4 8		  
 	 
	 	 
 		 	 	 



 	    
  	      	     #
	   
#         ; 


 	
	  
#      

	 
  	    @     	
  :         
         	    
       	  
 /	   
 5    	  :     	
 
      	 5 
 /	  
   
  &
   9
	 	
 
	 	  
 
	  
  
 
	 
	


# & - #3 &3 )3 -3 #33
 #& #4 )/ // #&/ #4/ )3/ /3/
9 #33 -33 &#33 +433 #3#33 #-333 &&/33 +/333


2	  	
 2	  
	   
92	  9
	 	
 
	
51
  )
   9
	 	
 
	 
 
 	
 
 & ) + - / 6 4 5 #3
  	  &/333 )4333 -#333 /6333 46333 ##3333 #)6333 #//333 #54333
		
	 /333 4-33 #&333 #/333 &&333 &5333 )4333 +5333 /&333
		
	 #333 #-33 &-33 )-33 -333 6-33 #3333 #)-33 #6-33


 ))333 +4333 /--33 4/-33 ##+333 #+/-33 #4-333 &&4-33 &66-33
2	  	
	      	 2:	 
 	  

L 
	   	  :    	 	
 	     :      
     :       L 
 
	     
       
 

	 	  ;	 >    
 	 
:         	   
      26    	 8  

  	     	   
 

 	   
	 
2 3 4 5
5.
.
.
.
6 7 8 9 10 1
2
5
10
50
20
100
0
2
3
4
5
6
6
6
6
10
10
10
10
10
n
u
m
b
er
of
fl
oa
ti
n
g
p
oi
n
t
op
er
at
io
n
s
number of internal points, 
nu
m
be
r o
f e
lem
en
ts,
 
" 5  
 	  9
	 	
 
	 	 
 
 	
  	
 
 
	  
  
  
	
L 	  	  
   	 	   
 30
  +4 '(2*    	  	   
5D
      	     
 	#
	

 

 
     '(2*      

	 
  	Æ
        '(2*  

 	 

)!  	
   %,
 
  

   	
     '(*  	
  	 ! '(2* '(5* '(>*"  9  	 

	    	   
   
   	         

   	  
  	     
   	  
    	4
   
    ;	 26



O










1
1
2
2
3
3






+

K (
21 *

K 2, ) K D2(B6
+

K 6
)B *

K (2
1  K (D2>2
+

K 25)6 *

K (2
1  K (B6
" #3 0
 	  
	 
G	        
	 

 ! 
#
    #   2/)6"   	
# 	    
	
#  

 	   	    
     B 	 	    
 
   
 	   #  /
'5B*  	
 	   	
 	 

	 

        
1   !)B   "      5  
5   !26,   " ;  B   


   	
 	 
    
 
	     
   	  
  	  30
  +4 '(2*   	  	 

L    	     	    
      

	
   	 
5,
  +
8
 	
 

 
  
 
	 
   

2 # 

2 & 

2 ) 

2 + 

2 - 

2 / 

2 #3
 

 /4-55  /&/44  /&)&3  /&&-+  /&&)-  /&&&5
 

#&/  /&/)#  /&&)#  /&&&)  /&&&&
 
	
64  /&&+3  /&&&&  /&&&&
 


 /&&&)  /&&&&
 

-+  /&&&&
 

 /&&&&
;&#< &6  /&&&
;&)< //  /&/6
;&5< #&/  /&/
	
 
	   	
 2
  	
 

2	  	
 2	    
)& *
,
      %
           
	  
     
	   	
#  

   
    
      

	

 
   
  (2)
Æ
  

  	 0 K 266


145

O





 1
2
3



)+

K )+

K +

K 26

)*

K *

K *

K 26

" ## =  
5>
     	  	  GG  +

'22*     
 	    '22*    

 	  	 6
65S 	  	   '22* 


    !-
	
K ,>D"  	 	   
  

  !  "  
  	 
    
     
  !6 6 6" 

   
 
 

  

 

 
- K -
 



    !6 6 0" 
 	     
    
;	 22  
  	 	     )
  -
8
      


 

 

 


 

 

;&/< ;#4< ;#4< ;&5<
   

 

   

 


& 45-5# 53+-)
+

456)5

456&5
/ 53)&& 4566+ 456&5
#& 4566#

456)3 456&5
&3

536)#

536)3

456-

53/
&+

456)& 456&5
+3 45543 45543

53-&4
+4 456&5 456&5
 -4& )// #4/ +4- /3/ // &+/ &+/ &+/
 #-3 64 )3 #&/ #&/ )3 #&/ #&/ &+/
 2
  	
 

2	  	


2
 		 
  	 
2	     2	  
	   
 	    	   	  '(1*  	 
   

	     	    Æ


    	  	   

	 

   
		      
   	 
 
	   )  	 
   	    
    
     )

 )

  
	     	        	
	 > '(1* 5 '2,*     '(>*   
 
       	     	 

	     	        '(1*
        	 8  	  ) 
	
   2,1     
    	

     ;     	 
  	         '2,*  '(>* 
B6
	 	        !   9 
     " I     
   
       	  

   
 
	
8 	 
	   +
 15    	  
  	
   
	      
 	  ;      
  
  
)- ',,
 	
   
 %,
 
     
     	4
   

        ;	 2( ;
 -  
  

    	 #   2
B,)    	
#
	   	 
 -

K 6
662-   	 

    	    	 266    
 
      ;	 2(    4

  



O




0 50 100 150 200 250
-50
0
50
-250
-200
-150
-100
-50
0


a)
b)






1
1
2
2
3
3






" #& 0
 	   	
 
	 % 7 
 	
 	

	 	 7 
 	  	
 
 	    	  	 
	   


   
  ;	 25    
  	  ;	 25      2(   )
B2
         	  

 ')* '(>* '56*
0 10 20 30 40 50 60 70
0.5
1
1.5



" #) 1
	 	
  		   >
 

?  	 		
 
 ?  	7
L   	    	    

  K 



K 
 




 

 
!

"  !

 

" 
     	   	  


  

	 !  
	  +
 15"   1    






 
 

M


 

 
!

"  !

 

" 













 
        
    	
26
 
 26
 

 T    	 :	
  	   
  I      
   
	  	
  /
@
   
 
	 

	 	 
 	
	
 
 # & ) + - / 6 4 5 #3 ## #&
 4#3
 

)#3
 	
-#3
 	
6 #3
 	
5#3
 	
##3
 
##3
 
##3
 
5#3
 	
6#3
 	
+#3
 	
&#3
 	
2	  
 	
 	 
  2
 
B(
) +# 
 
       -
I  F '((*   
      

	
    

      	   	 
   
 
        	  

 
 	  
      ;	 2B   
  #    	
   
    	   6
  
   


1         

   


       ;	 2B





O


1
2


2 K 2
2 ( K 6
5(  K 2(
) K (> 	 26

3 K 6
((
" #+ '

   	 	  &
  D  	    
   
  
 
    
  
  	    	
  
   
 	   '((*  	

	      G	  L '25*    	 
   
  ; '2D*
    D    	   

	 	
          	   
	 
   	 

K 6
66)B(>  

K 6
662D)6 
     
     
   
 

     	        
      	 	
    

  6
(5S  
   	   
   	  	  '2D* 	     

	    
  
   2(  (   	7  
   	 !(B B"  	  
      	 #   

	     

	       
  	 
	    	  
	   
B5
      
 
     
 	 
  6
"	 	
   &

 	

  #   &
  

	
 	

 >A7 	
 	

 >A7
 

# 333-+6+ 35& 333#-#6 #)-#
& 333-+&5 335 333#6)4 35#
) 333-+&5 335 333#6+4 3)+
#& 333-+&5 335 333#6-3 3&)
 

# 333-+&& 33) 333#6-3 3&)
& 333-+&5 335 333#6-3 3&)
;#6< / # 333-)53 3/) 333#6-5 3&5
#& & 333-+3- 3)- 333#6-+ 333
&+ + 333-+## 3&+ 333#6-# 3#6
;#)< #& 333-+3& 3+# 333#6+# 36+

 ;&&<  333 	 333
 2
  	
 

2	  	

)) .
 
   % 
L 
         
 '2>*
L    
  	4
       
        

 
 	   	   

  	
   	      	
  
         
 !;	 2)"
 	 
 
	  	 
    L
#   
      
   '2>*J
*

K *

K )*

K 26
	
 K 26
)+

K )+

K +

K 26



    K (6614  - K )64 
 
  4 K 6
 4 K 2  2666          () 
BB
-0.04
0
0
-0.3
-0.08
-0.2
-0.1
-0.1
0.1
-0.15
0.15
0

b)


a)



O




" #- 8	
 	
 
 
  % 7 
 	  	 

	 	 7 
  
 ,      
  	  	
 	   		 
    
    
  
  !;	 2)" ;  	  
  
  #      

 
     
    
    	 	 

 	 6
6,  	   	       
      
    

-1
0
1
2
3
4


0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-2
" #/ " 	 	
 	

  	 
 

 
 

      
   	
  

 4    ;	 21 @   
	 
  

B)
 
 	  9 	   	  

	 	   
        
   
 '2>*    8  A
 ')* 
 
   	 9      
 

 	  9      	
      	    

 
    	  '2>*  ')*
)/ .
 &-
Æ


 

    8  8	
 'B* 
	 
     	
	J      
    	    
    
      
   
   

  	 266 

  9  !  "   

   	 	 
 166       @   
 
      ;	 2D



O


2 K 2 ( K 2 0 K 266
) K 26

3 K 6
" #6 8	
 +-
Æ
	
 	
 	     	 
 L 

  	  	      
   
    	   L     ,  
   
     	  ,   

   	       )

  	
  	  	   	    

  
	  
  	 	    

 	 L         
  	   .	     +

K +

M +


B1
I  	        	 
  

 	 + 	  9    

 
I%        

  

  
	     	      	
    	   

	
 	 L     
	  1     

	
 
 26
 
 8 

 	      	    
 
 	    
 
	    	  
 	   	    	   
   	
   
  
  
  	 	
  4
"	 
	  
 	
 +-
Æ
	 	 
	 
 2 )33  2 /33

	  
 

	 











;+< /3  &&- -5& )5- #-5 +6& -)+
;&5< )33 &#-3 &62#)B4B/ &&)) -44+ +334 #-65 +6&) -))6
;/< /  64  		
 &&#+ -4/+ +3)- #--- +63+ -)-3
;#3< /  &&)# -44- +334 #-6- +6&- -))6
;#4< /  /  		
    #-/4 +/5/ -)+#
;&6< &  ##2/B-    #-/& +63# -)-#
	
  

	 / &&&4 -464 +3#/ #-6+ +6#- -)+)
&  ##2/B- &&&4 -464 +3#/ #-6+ +6#- -)+)
/  &+2/C+ &&&4 -464 +3#/ #-6+ +6#- -)+)
	  	
% 4 
  	
% 	 


@   	      	  	 !
	  ,  )

  K !2)
1B BD
(2 )5
B1"   ,   

   	"
)0 *
  % 1  


    ,

 
	     
	
   

  	
	  

    	   

   
 L      
   


      	
     
  


  	
  	
      	
   

  L 
  	
 	 
 
 	  	J !"   
 	7
 !"   
 	  
  

 

BD
!26B"H!26)"      # !"   
        	  	   
1 
   	 
    9



















1
2
3



O

-
-
-

" #4 D 
  !
 
   	 		 	
 

	
L 
   	  	4
      

       ! ;	 2,"    
 K 2(6   

  
	  9 26  (6 @	 	
      
 - K 266    

K (66

5
 

K (66 L 	 26  )6  )

 
  #
   

 
        
 
J  
   

 8  
	

   
     		 
   
	  
  
    
L  9   
   
 		 ) K 5666 
 		  K 2)66 @	 	    	   
;	 2> ; ;	 2>     

   

   
 7   

 
  
    
     

   	      
	 
  
  
   	     
  	
I     	    
 	  
	 
  
	  		 	 
 
B,
0 50 
 
 
 
 
 
 
100 120
0 50  100 120
0 50  100 120
0 50  100 120
0 50  100 120 0 50  100 120
-100
-99.9998
-99.9996
-0.4
-0.2
0
0.2
0.4
-0.2
-0.1
0
0.1
0.2
-1
-0.5
0
0.5
1
-350
-349
-348
-347
-346
200
202
204
206
208
equillibrium
constitutive (10 el.)
constitutive (50 el.)
" #5 .		
	   
 
	  	 

-	
  
  	   

   	 L 
 	   

  	      G
  E '2(*    

  
 ,

K 5 
  #  5

K 6
66(   	   

5

K 6
66,   

  

      


	 	     ;	 (6  
  
	 
    
 
   
   
        		  
	
      	    	
8  
   	       
	 
 
	   
    		
	  
	  	  I    	    

 	  
	   
	  		
	  
 
B>
0 50  100 120
0 50  100 120
0 50  100 120
0 50  100 120
0 50  100 120 0 50  100 120
-106
-104
-102
-100
-98
-0.4
-0.2
0
0.2
0.4
-0.2
-0.1
0
0.1
0.2
-1
-0.5
0
0.5
1
-360
-340
-320
-300
-280
160
180
200
220
equillibrium
constitutive (10 el.)
constitutive (50 el.)
 
 
 
 
 
 
" &3 .		
	   
 
	  			 

( )	

L      	   
  
 
   
        

     	   J
!"   
  	 #    
   

   	# 	
 F
      

   	
       	 
      4
 
        	
  

9    

 	
	 	     
!" G
   
 !  "   

!"      
 
   	  
      
      
 	         2(
)6
!"  

 
   		   
	 

   
  	  
      
   ! $

%"  
   

	

   
      
   	

 
	      

	
	   

	
   
     
	
!"     
     	 
      

	
    
 
        

	
   
  
    
  	   
    	   

!"  
        	    

   
   
   

      	     
?  
		      
  
 
 	 
	     
    
     
!"        
#
!"  	           	
	
     

   	 

	
 



    
*	 
 #  	   -   	
 +

  + 
 &	
  + 	   +(D>(621?2>2(2  	 
	 
#
+	
;#< : E $ %& '
 
  

( 8
 F
 $
F *	 )& 4-?#-- #54&
;&< : E $ ' 8 =		 G F!		 = H D I) 
* +   	 
  #, 

  


( 8
 F
 $ F *	 #+ 55?#)- #564
;)< D   $
 $ 8((	 %-

  
*
 
 ,( $
8
 F
 	 *	 & +5?#)4 #55-
;+< J : K
 D K % * 	 
 ,

 ( .	
 :   F
 *	 #+ 5/#?54/ #565
)2
;-< : K

	 8 '
 %


   #, #* . 
	 *
( 8 F
 $ F *	 #5# #6--?#645 &33&
;/< $ 8	 F GL	 %&  /  
 ,
	 #, /


( .	
 :   F
 *	 &/ &+3)?&+)4 #544
;6< : 8 : 0 %     
 ,  
/( 8
 D

 -- )65?)4/ #55-
;4< F $ 8 %& 
 


 

 
 
 ,

  ( 8 F
 $ F *		 4# #)#?#-3
#553
;5< F $ 8 G :	L %)	 
    , 
	
' ,
  ,
	   / *
M
' @ D 0		 $ +-- ##&-?##+6 #555
;#3< 0 $ 8 8 $ " %0, ,
 
 0
,1

  
 , 

 

( .	
 :   F
 *	
)/ )/+6?)/6) #55)
;##< = $ == @ D
 %	 
 *,  ,
 
 *
 
( $DF* : $ F 56 45+?45/ #56-
;#&< ' = D J		 %2
 
 ,   
 
(
:	  $	 8	
 .	


 /# )+-?)-3 #5/+
;#)< $ =

 = H H
 % * 

 
 ,

  #, 

 #*( 8
 D

 +- 5?&+ #55&
;#+< N "	 : K J
 %&  #

 /  
 ,

  ( .	
 :   F
 *	 +# +6)?+54 #554
;#-< F GL	 = @	 %34
 
 / 

  
*

	$  #( @ L		  LL	
 	 + +56?--) #55-
;#/<   E K E K O	 E "	 E D	 %0#
 1 
 
 
	* 

 1 	 
 ,#  ( 8
 F
 $ F
*	 #6# 46?#34 #555
;#6< $ . " " %  
	 
 ,
,
	 #,  

5 3 $ 4 1( .	
 :  
F
 *	 )6 )/-5?)/4) #55+
;#4< $ . %) , /  *
 
 
	 

 -6  ,
	$ 7   M 8
 F

$ F *	 #&& ##?&/ #55-
;#5< $ . %) , ,
 
 / 

 *( 8

F
 $ F *	 #+5 +5?6# #556
;&3< $ . @ 0   %) , 
 
   
, 
  / 

( 8
 F
 $ F *	 #5#
-#-5?-#6/ &33&
)(
;&#< G :	L F D! %& 1	 ' * /   
+/
 

 	 4  #
1 **( 8
 F

$ F *	 #&3 #)#?#/# #55-
;&&< @ E F  @ 0 E %& *
*
   
 *
 
  /
 	( "	
 *	
 $	 =	 # )?&3 #54-
;&)< K  1 8 8 @		 % 

 	  

4
  *

( 8
 F
 $ F *	 5) )-)?
)4+ #55#
;&+< . '		 F D! K
P
8 %) , 
 	 

  , * 
/ ( D

 *			 	 F	 #&>-7 -36?-&/ &33#
;&-< * @	 %) / 

 
 * ( : $ F

' )& 6)+?6++ #54#
;&/< F D! G   $ J K Q
	 %& 1	 ' /
 

 
 *  ( 8
 D

 /6 #56?
&#+ #554
;&6< F D( " 8 " %8
 * 0
,1
   #,
 *

( .	
 :   F
 *	 -3 6/#?64- &33#
;&4< : 8 D %& /   

5 0, ,
 	
*
5 3 ( 8
 F
 $ F *	 +5 --?63 #54-
;&5< : 8 D 0 QR %& ,
 / 
 
5 3 $

*
 *( 8
 F
 $ F *	 -4 65?##/ #54/
;)3< H F DL	 %	  1	 ' 
 ,
	 
 

   /
( 8
 F
 $ F *	 #64 45?
##) #555
;)#< @ $ D %
 
 	 '
 
  2
 

 

 '( : D
 #- &-- #564
;)&< K   F " E O %  

 
 *	 
 # 
( 8
 F
 $ F *	 63 &6-?&55 #544
;))< K Q
	 F D! %& 
 2   

 
  
* ( .	
 : D D

 )/ )##?))6 #555
;)+< D '  	 : F G %0,
	 
  	( FGE  
O #5/#
)5
